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In this paper, the bar element of Hybrid-type Penalty Method (HPM) is developed. As displacement 
field, it is assumed that an independent linear displacement field for axial direction and an independent 
third-order displacement field for bending in each element are combined. This model has six degrees of 
freedom called rigid body displacement, strain and gradient of strain of center of gravity of elements. 
The incidental conditions on the continuity of displacement are considered using a penalty function. The 
solution obtained by present method is consistent with the exact solution. This element is useful when 
used in combination with the plane or solid element. 
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１． はじめに 
骨組み構造の解析においては，変形法(DM:Displacement 
Method) [1]が広く用いられている．この解析法では，軸変
形に対しては線形変位場，曲げ変形に対しては 3 次の変
位場が仮定されているため，微小変形を扱う場合には厳
密解と一致する．したがって，骨組み構造を対象とした
微小変形の応力変形解析を行う場合には，DM に代わる
新しい解析法を開発する必要性はほとんど無い． 
しかし，骨組み構造を構成する線材は，骨組み構造の
モデル化に用いられるだけではなく，地盤中に打ち込ま
れたアンカーや，杭，ロックボルト，あるいはコンクリ
ートの中に埋め込まれた鉄筋などといった線材をモデル
化する場合にも用いられることが多い． 
構造解析などによく利用される有限要素法 (FEM : 
Finite Element Method) [2] では，アンカーを表現するため
にトラス要素を，杭を表現するためにはり要素を用い，
周りの地盤やコンクリートを表現する平面要素や立体要
素と組み合わせて用いる．FEM による解析において，棒
要素の自由度は節点（部材端）に設けられており，平面
要素や立体要素の自由度も節点（要素の頂点）に設けら
れているため[2]，これらの要素を組み合わせて解析する
場合でも，自由度の取り扱いは同じとなる． 
一方，斜面のすべりやコンクリートのひび割れなどの
不連続な現象を伴う問題の場合，節点に自由度を有しな
い離散化モデルが利用されている．離散化極限解析のた
めの剛体ばねモデル(RBSM : Rigid Bodies-Spring Model) 
は，その代表的なモデルである[3]．RBSM は要素重心に
自由度を設定しているが，自由度は剛体変位のみである
ため，弾性解の精度がやや劣る[4]． 
竹内らは，この欠点を克服するため，要素の変形を考
慮したハイブリッド型ペナルティ法(HPM : Hybrid-type 
Penalty Method)を開発した[5][6]．この要素も，自由度は
要素重心に設定されており，剛体変位に加え，ひずみや
ひずみの勾配も自由度となっている[7]-[9]．節点に自由度
を持つ DM や FEM の棒要素と，要素重心に自由度を持つ
HPM の平面要素や立体要素とは，自由度の取り扱いが異
なるため，これらを組み合わせるのは単純ではない[10]． 
そこで，本研究では，HPM による進行型破壊の解析に
棒要素を利用できるようにすることを目的として，HPM
の平面要素や立体要素と同等の変位場を有し，同一手法
で離散化するHPMの棒要素を開発する[11][12]．さらに，
棒部材を任意の角度で配置できるようにするため，RBSM
のピン要素[13]と同等の，長さや質量を持たず，自由度が
剛体変位のみである HPM 解析のためのピン要素を開発
する．そして，提案したモデルの有効性を確認するため，
簡単な解析例によりシミュレーションを実施し，本要素
を用いた場合でも厳密解が得られることを実証する． 
 
２． ハイブリッド型仮想仕事式の導出 
（１）仮想仕事式 
図 1 に示すような棒部材に関する仮想仕事式は次のよ
うになる． 
 
 
図 1 棒部材 
 
 
  (1) 
 
ここで， ,  は垂直ひずみと曲率， ,  は軸力と曲げ
モーメント， , ,  は部材重心の剛体変位(軸方向，軸
直交方向，回転)， , ,  は軸および軸直交方向の分布
荷重と分布モーメントである．また，下付きの ,  は 軸
の正および負側の端点を表す． 
（２）付帯条件とハイブリッド型仮想仕事式 
いま，図 2 に示すように隣接する２つの棒部材 ，
を考えると，共通の境界 上において，付帯条件
として次のような変位の連続性が要求される． 
 
 
図 2 隣接２部材の共通の境界 
 
  (2) 
 
この付帯条件を Lagrange の未定乗数 を用いて，次の
ように表す． 
 
  (3) 
 
これを，仮想仕事式(1)に導入することで，ハイブリッ
ド型仮想仕事式が次のように得られる． 
 
  (4) 
 
３． 離散化方程式の誘導 
（１）変位場 
図 3に示すような棒要素の変位場は，HPMの 3次元変位
場をもとに次のように仮定する． 
 
 
図 3 HPM の棒要素の自由度 
 
 
  (5) 
 
こ こ で ， は 剛 体 変 位 ，
はひずみとひずみの勾配
である．その他の行列は，2次元問題の場合，次のように
なる． 
 
  
  
 
  
  
 
このとき，要素の端点の変位は次のようになる． 
 
  (6) 
  (7) 
 
ここで，式(6)(7)の係数行列は，式(5)の係数行列に対し，
上付きの  は ，  は  を代入
した値を持つ． 
（２）相対変位と Lagrangeの未定乗数 
図４に示すような隣接２要素間の相対変位は，式(6)(7)
より次のようになる． 
 
 
図 4 隣接する２要素 
 
 
  (8) 
 
 
 
一方で，HPM において，Lagrange の未定乗数は表面力
を意味し，ペナルティ関数 を用いて次のように仮定する． 
 
  (9) 
 
2 次元問題の場合，これを成分表示すると，次のように
なる． 
 
  (10) 
 
ここで， , , はペナルティ関数である． 
（３）離散化方程式 
ハイブリッド型仮想仕事式(4)に式(5)～(10)の関係を代
入することで，HPM の棒要素に関する離散化方程式が次
のように得られる． 
 
  (11) 
  
  
 
ここで，  は剛性行列，  は付帯条件による項，
 は分布荷重，  は集中荷重である． 
よって，図４のように棒部材が直列に結合されている
場合，式(11)における係数行列 は次のようになる． 
 
  (12) 
ここで， は部材剛性行列であり，次のように表され
る． 
 
  
 
 
４． ピン要素 
図 4 のように部材が直列に結合されている場合は，式
(12)の係数行列を用いて，離散化方程式(11)を解くことが
できる．しかし，HPM の棒要素は要素重心に自由度に持
つため，部材が角度を持って結合されている場合，式(12)
をそのまま用いることはできない． 
そこで，図 5 に示すような，長さも質量も持たないピ
ン要素を考える．ピン要素の自由度は，2 次元問題の場合，
剛体変位と剛体回転の 3 自由度である． 
（１）棒部材の左側にピン要素がある場合 
図 5 に示すように，棒部材の左側にピン要素がある場
合，2 要素間の相対変位は次のようになる． 
 
 
図 5 棒要素とピン要素(左側) 
 
  (13) 
 
ここで， は単位行列である． 
 よって，付帯条件による関係は，次のようになる． 
 
 (14) 
 
 また，ピン要素は長さも質量も持たないため，棒部材
の剛性のみを考えれば良く，剛性行列は次のようになる． 
 
  (15) 
 
 式(14)(15)より，棒部材の左側にピン要素がある場合，
式(11)の左辺は次のようになる． 
 
  (16) 
 
（２）棒部材の右側にピン要素がある場合 
図 6 に示すように，棒部材の右側にピン要素がある場
合，(1)と同様に，式(10)の左辺は次のようになる． 
 
 
図 6 棒要素とピン要素(右側) 
 
 
  (17) 
 
５． 座標変換 
 図 7 のように，棒部材が直列に結合されておらず、角
度を持って結合されている場合，2 つの棒部材間にピン要
素を配置する． 
 
 
図 7 角度を持って接合された棒部材 
 
（１）1要素とピン要素 
全体座標系で表されたピン要素の変位を，1 要素の局所
座標系に座標変換すると，次のようになる． 
 
  (18) 
 
これを成分表示すると，次のようになる． 
 
  (19) 
 
 式(18)(19)より，１要素とピン要素に関して，式(11)の
左辺は次のようになる． 
 
  (20) 
 
（２）2要素とピン要素 
2 要素とピン要素に関して，(1)と同様に，式(11)の左辺
は次のようになる． 
 
  (21) 
 
６． 数値解析例 
本研究で提案したモデル化の有効性を検証するため，
以下の図 8，10に示す２つのモデルの数値解析を行った． 
（１）数値解析例 1 
図 8 に示すような片持ちはり型ラーメンの解析を行っ
た．①③⑤要素がピン要素，②④要素が棒要素である． 
 
 
図 8 片持ちはり型ラーメンの解析モデル 
解析結果を表 1，図 9 に示す．表 1 は各要素の変位を示
しており，表示した桁数の範囲内で厳密解と一致する．
図 9 は断面力図であり，こちらも厳密解と一致する． 
 
表 1 各要素の変位 
 
 
 
 
図 9 断面力図 
 
 
（２）数値解析例 2 
図 10 に示すような 2 層ラーメンの解析を行った．①③
⑤⑧⑩⑫要素がピン要素，②④⑥⑦⑨⑪要素が棒要素で
ある． 
解析結果を表 2，図 11 に示す．表 2 は節点 3 の変位を
示しており，表示した桁数の範囲内で厳密解と一致する．
図 11 は断面力図であり，HPM 解と厳密解の比較を行っ
ている．図中の数値は，()内が軸力，下線部がせん断力，
その他が曲げモーメントを示しており．こちらもほぼ厳
密解と一致する． 
 
 
図 10 ２層ラーメンの解析モデル 
 
表 2 節点３の変位 
 
 
 
 
図 11 断面力図 
 
 
７． まとめ 
本研究では，HPMの平面要素や立体要素と同一の変位場
を有し，同じ手法で離散化する HPMの棒要素を開発した．
軸変形に対応する変位場として線形，曲げ変形に対応す
る変位場としては 3次の変位場を用いているため，2次元
問題の場合，自由度は 6自由度となる． 
さらに，棒部材が角度を持って配置されている場合に
対応するため，剛体変位のみの 3 自由度を持つピン要素
を開発した．また，座標変換の方法についても記した． 
以上のモデル化の有効性を検証するため，2つのモデル
の数値解析を行い，いずれも厳密解と一致する結果が得
られることを示した． 
本手法は，骨組み構造の離散化極限解析や，HPM の平
面要素並びに立体要素と組み合わせて用いることで，有
効に利用できるものと考える． 
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